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TD1: Espaces vectoriels

Les exercices ou les questions marqués de () sont du cours ou des compléments de cours. A
travailler en classe et/ou chez soi a I’aide du livre de Grifone.
Les exercices supplémentaires marqués de (x*) ne seront pas forcément traités en classe.

Espaces vectoriels

Exercice 1. On munit R? des lois : (1, 72) + (Y1, ¥2) = (x1+y1, T2 +92) et AM(x1, x2) = (Axy,0).
Cet ensemble est-il un espace vectoriel 7

Solution. L’axiome B.4 n’est pas vérifié car 1(xy,z5) = (z1,0) # (71, 73) si To # 0. R? muni de
ces lois n’est donc pas un espace vectoriel.

Exercice 2. Soit E = R"\ {0}, I'ensemble des nombres réels strictement positifs. Montrer que
les lois
rTDYy=1ay et A\®@ =z pour z,y € E,A e R

conferent a F une structure d’espace vectoriel sur R.

Solution. Soient z,y € F et A\, u € R. On vérifie d’abord que X @y € F et A\®x € E. Vérifions
ensuite les 8 axiomes définissant un espace vectoriel :
(Al) (z@y)Bz=(zy)z=2(yz) =2 @ (YD 2).
2) rdy=cxy=yr=yd .

(A.2
(A3) le Fetx®d1l=ux-1=ux, donc 1 est I'édlément neutre pour &.
(A4

1 1

A4) Pour tout x € E, I'élément ! = 1/x € F est 'opposé de = dans E car x @z~ ' =

rrt = 1.

(B1) A@ (pe)=(2") =™ = () ® .

(B2) M+ p)@rx=a =2t =\@2)® (1@ ).
B3) A@(xdy) =(y)=2=002)® A®y).
(B4) 1@z=2a'=u.

(E,®,®) est donc bien un R-espace vectoriel.

Exercice 3. () Soit E un espace vectoriel. Montrer que :
2. Yve E:0-v=0g.
BVAERYWEE: A (—v)=(=A)-v=—(\-v).
Solution.
1. Soit A € R, alors A-0p = A- (0g +0g) = A:0p + A 0g. Par conséquent,
O0g=A-05+(—(A-0g) =X-0g+X-0g+(— (A 0g)) =X-0p.

2. Soit u € E;alors 0-u=(0+0)-u=(0-u)+ (0-u). De la méme fagon, on en déduit
que O =0-u+ (—(0-u)=0-u+0-u+(—(0-u)) =0-u
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3. Pour tout A € Retve E, A\-(—v)+A-v =X (v+(—v)) = XA-0g = 0 donc
A (=v)=—=(\-v).

En plus, (=A)-v+XA-v=(=A+A)-v=0-v=0gdonc (—A)-v=—(A-v).

(
Exercice 4. (x) Solent (Ej,+1,1) et (E, +2,-2) deux espaces vectoriels. On considere leur
espace produit (E1 X Fa, +12, ~12) ou les opérations sont données par :

(u1,uz) +12 (v1,v2) = (U1 +1 V1, U t+2 U2) et A 1o (U1, uz) = (/\ TUL, A U2)
pour (uy, us), (v1,v) € By X Ey et A € R. Montrer que (El X By, 412, -12) est un espace vectoriel.

Solution. On vérifie les 8 axiomes d’espace vectoriel :
(A1) Yu = (u1,u2),v = (v1,v2),w = (wy,ws) € E :

(u+120) 12w = (ul +1 U1, U2 2 U2) +ti2w
= ((u1 41 v1) 1w, (ug +2 v2) 42 wz)
= (u1 +1 (v1 +1 w1), ug +2 (V2 +9 wg)) car F, Fy sont des ev
= U +12 (Ul +1 W1, U2 +2 w2)
=u+12 (V+12 W)

(A.2) Yu = (u1,u2),v = (v1,v2) € E:
U+120 = (U1 +1 01, U2 +2 Uz) = (U1 +1 UL, U2 +2 UQ) =V +12 U.

(A.3) Soient Og, et Og, les éléments neutres de E; et Ey. Alors O = (0p,,0p,) est I'élément
neutre de E : pour tout u = (uy,us) € £

0r +12u = (0p, +1 w1, 08, +2us) = (u1,uz) = u.
(A.4) Yu = (uy,us), 'opposé est —u = (—uy, —uz) car :
U2 (—u) = (Ul +1 (—uq), ug 42 (—U2)) = (0g,,0p,) = 0p.
(B.1) Pour tout A\, p € R et u = (us,usz) € E :

Ao (,u 12 U) = A1 (M 1 UL, Hr2 UQ)
= (A1 (pr ), A (2 ug)) = (M) 1wy, (M) 2 uz) = (Ap) 12w

(B.2) Pour tout A\, u € Ret u= (uj,uy) € E :
A+ ) 2= ((A+p) 1 ur, (A4 p) -2 us)
= (()\ 1 u) +1 (per ), (A2 ug) 42 (2 Uz)) = (Ar12u) +12 (12 w).
(B.3) Pour tout A € R et u = (uy,us),v = (vy,v2) € E :

Arrg (U +120) = A pg (U1 +1 U1, U2 +2 U2)
= (>\ 1 (ur F1 1), A (ug o Uz))

- (O\ 1 ur) +1 (A1 o), (Aaug) 42 (A U2>>

= ()\ T UL A 2 U2) +12 <)\ 1V A UQ) = ()\ 12 U) +12 ()\ 12 U)
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<B4) Yu = (ul,u2) € E, 1 ‘12 U = (1 1 Up, 1 ) UQ) = (Ul,lb2> = U.

Sous-espaces vectoriels

Exercice 5. On considere les quatre sous-ensembles de My (R) suivants :

(5 )ennees)  nefaesen o))
L 4 1 0

Lo E4:{A€M2(R)‘A-<

B {(s2) s aver)

Le(s)quel(s) sont des sous-espaces vectoriels de My(R)?

{a<1 0)+b<é _01>+c<0 1) : a,b,ceR}:Vect<<

00 2 0 > (
est un sous-espace vectoriel par définition.

E5 est I'ensemble vide, donc pas un sous-espace vectoriel.

E5 n’est pas un sous-espace vectoriel car il ne contient pas la matrice nulle.

Solution.
o 1 0

00

1
0

0

1><

A+ A+ B est dans E, car

()\-A+B)-G>:)\-A-G)JrB-G):)\-(

0
0

0
0

0
0

)+0)=0)

01
20

)

E, est un sous espace vectoriel : si A, B sont des matrices dans Ej et A € R, la matrice

Exercice 6. Soit RI*" I’espace vectoriel des applications d’un intervalle la, b] dans R, muni des
lois usuelles. Le(s)quel(s) des sous-ensembles suivants est un sous-espace vectoriel de R ?

1.
2.
3.
4.

E; = C%([a, b],R), 'ensemble des applications continues de [a, b] dans R.
E5, Pensemble des applications surjectives de [a, b] dans R.
E3, Pensemble des applications f: [a,b] — R telles que 2f(a) = f(b).

E4, Pensemble des applications croissantes de [a, b] dans R.

Solution.

1. La fonction nulle appartient & E; donc E; # 0. Soit f,g € E; et A € R. Pour tout
zo € [a,b], on a lim, . (Af + ¢)(x) = lim, ., Af(x) + g(x) = Af(z0) + g(z0). Donc

Af + g est continue et E; est bien un sous-espace vectoriel de RI*?,

2. La fonction nulle n’appartient pas a F», donc ce n’est pas un sous-espace vectoriel.

3. La fonction nulle appartient bien & Es, donc E3 # 0. Si f,g € E3 et A € R, on a
200 f 4+ g)(a) = 2X\f(a) + 2g(a) = Af(b) + g(b) = (Af + g)(b), donc Ej5 est bien un

sous-espace vectoriel de RI*?,

E4 n’est pas un sous-espace vectoriel (sauf si a = b) : si f: [a,b] — R est une application

croissante, —f est une application décroissante (alors f et —f sont tous les deux dans

Exercice 7. Soit F un R-espace vectoriel et F' et G deux sous-espaces vectoriels de F.

1. () Montrer que F' N G est un sous-espace vectoriel de E.

2. (%) Montrer que F+ G ={x +y: x € F,y € G} est un sous-espace vectoriel de F.

3. Soit H un troisieme sous-espace vectoriel de E. Montrer que F'+ G C H si et seulement

siFCHetGCH.



4. Montrer que FFUG est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si FF C Gou G C F.

Solution.

1. F et G sont deux sous-espaces vectoriels donc O € F et 0 € GG. On en déduit que
0z € FNG.
Soient A € R,u,v € FNG (donc u,v € F et u,v € G), F et G sont deux sous-espaces
vectoriels donc Au+v € F et A\u+ v € G. On en déduit que \u +v € FNG.

2. F et GG sont deux sous-espaces vectoriels donc O € F et O € G. On en déduit que
Soient A € Ru,v € F + G. 1l existe uj,v; € F, us,vy € G tels que u = uy + ug,
v = v + vy donc Au+ v = ANug + ug) + v1 + v = (Aug +v1) + (Aug + vg). F et G
sont deux sous-espaces vectoriels donc A\u; +v; € F' et Aug + v € G. On en déduit que
AM+veF+G.

3. Supposons que F'+ G C H. Puisque F' C F'+ G et G C F + G, on a également que
FCHetGCH.
Pour la réciproque, supposons que F' C H et G C H et prenons un vecteur w € F + G.
Par définition, il existe u € F' et v € GG tels que w = v + v. En particulier, u et v sont
tous les deux dans le sous-espace vectoriel H, alors w = u + v € H aussi. On conclut
que tout élément w € F + G est dans H, d’ou F + G C H.

4. 11 est immédiat que si F' C G ou G C F alors F'UG est un sous-espace vectoriel de E.

Montrons que si F'U G est un sous-espace vectoriel de E et si F' ¢ G, alors G C F.
Prenons donc v € G, il faut montrer que v € F.

Parce que F' ¢ G, on peut choisir un v € F'\ G. Le fait que F' U G est un sous-espace
vectoriel implique que u+v € FUG, donc u+v € Fouu+v € G.

Siu+wv € G, le vecteur u = (u+v) —v € G car G est un sous-espace vectoriel. Cela est
impossible par hypothese sur wu.

Il suit que u+v € F, alors v = (u+v) —v € F aussi car F est un sous-espace vectoriel.
On vient donc de montrer v € G = v € F soit G C F.

Familles libres, génératrices. Bases
Exercice 8. On rappelle que R[X] désigne I'espace des polynéomes & coefficients réels, muni
des lois usuelles.

1. Les sous-ensembles suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels de R[X]?

Fi={PeR[X]| P(0)=P'(0) =0}
F,={PeR[X]| P(0)=P(1)=0}
F3={P e R[X] | deg(P) =n}

2. Le vecteur P(X) = 3X?® — 2X? — 4X est-il combinaison linéaire des vecteurs P (X) =
1, P(X) = (X +1)% et P3(X) = X3? Plus généralement, décrire Vect(P;, Py, Ps).

3. Pour chacune des familles de vecteurs de R[X] ci-dessous, dire s’il s’agit d’une famille
libre ou non :

(a) (3X,X2—1,X3).
(b) (X +1,X —1).
() (X2—1,(X+1)2, X +1).



4. Soit (P, ..., P,) une famille de vecteurs de R[X] avec n € N et avec deg(F;) = i pour
tout 7. Dire si elle est une famille libre et décrire le sous-espace vectoriel qu’elle engendre.

Solution.
1. Fj est un sous-espace vectoriel de R[X] car il contient le polynéme nul et est stable (VA €
R,P,Q € Fi, AP+ Q)(0) = AP(0) + Q(0) = 0 et (AP'+Q')(0) = AP'(0) + Q'(0) = 0).

F5 est un sous-espace vectoriel de R[X] car il contient le polynome nul et est stable
(VA ER, P,Q € Fi, AP+Q)(0) = AP(0)+Q(0) = 0 et (AP+Q)(1) = AP(1)+Q(1) = 0).
F3 n’est pas un sous-espace vectoriel car il ne contient pas le polynoéme nul (et n’est pas
stable pour la loi +, ni pour la loi - quand on multiplie par 0).

2. Vect(Py, P, P3) est 'ensemble de tous les polynomes @) pour lesquels il existe a, b, c € R
tels que

Q(X) = a-P(X)+b Py(X)+c Po(X) = a+b(X+1)*+cX? = (a+b)+2bX +bX*+cX?.
Le vecteur P(X) est donc bien combinaison linéaire des vecteurs P, P, et P3 (avec

a=0,b=-2,¢c=23).
3.(a) (3X,X%—1,X3) est libre. Pour a,b,c € R, on a :
aBX)+b(X?* -1 +cX? =0 —b+3aX+bX*+cX?’=0<=a=b=c=0.
(b) (X +1,X —1) est libre. Pour a,b € R :
aX+1)+b0(X-1)=0<=a—-b+(a+b)X=0<=a—-b=0eta+b=0<+=
a=b=0.
() (X2 =1,(X+1)*X +1) nest pas libre : X? -1 = X?4+2X +1-2(X +1) =
(X +1)2=-2(X +1).
4. Soient ag,aq,...,a, € R tels que agFPy + a1 P, + - -+ + a, P, = 0. Le seul terme a gauche

qui contient X" est a,P,, donc a,, = 0 et agFy + -+ + a,_1P,—1 = 0. Par récurrence,
VE,0 <k <n,a,=0.

Exercice 9. On considere les vecteurs de Ms(R) suivants :

10 11 00 03 2 4
o) e (o) e (8) e (5) wen o)

Pour chacune des familles de vecteurs suivantes, dire si elle est libre, génératrice de My (RR)
et/ou une base de My (R).

Fi= (My, My, Ms), Fo= (My, My, M3, My), Fs = (My, My, My, Ms).

Solution.
1. Fi ne peut pas étre génératrice de My (R) car elle n’est constituée que de 3 vecteurs. Elle

est libre car A\ M + MMy + A3M5; = 0 <— ()\1; A2 2);\2> =0<= A=A =X3=0.

3 3

2. F, est une base de M3(R) : elle est constituée de 4 vecteurs. Il suffit donc de montrer
que c’est une famille libre :

)\1 + )\2 /\2 + 3)\4

)\1M1+>\2M2+>\3M3+>\4M4 =0<—= ( s s + 2\,

):0<:>>\1:)\2:)\3:)\4:O.



3. F3 nest pas une famille libre : My; = M, + My + M;. Ce n’est donc pas une base
de My (R). Elle n’est pas non plus génératrice de Mo(R) : M3 n’est pas combinaison
linéaire des vecteurs de F3 (comme toute matrice dont le (2, 1)-me coefficient est non nul).
Alternativement : puisque F3 a le bon nombre de vecteurs, libre équivaut a génératrice.

Bases et dimension

Exercice 10. On considere les trois sous-ensembles de R? suivants :

F={(a+3b—3c, —a+b—"5c, 2a+3b) € R®; a,b,c € R}
Gz{(m,y,z)€R3|x—6y+z:()etx—3y:0}
H={X-(1,1,1); X e R}.

1. Montrer que F,G et H sont des sous-espaces vectoriels de R3.

2. Déterminer une base de F,G et H et en déduire leurs dimensions.
3. Déterminer des équations de F, G et H.

4. Identifier les ensembles FNG, FNH et GNH.

Solution.

1. On peut identifier F', G et H avec des sous-espaces engendrés par une famille de vecteurs :

F={(a+3b—3c, —a+b—"5c, 2a+3b) € R®; a,b,c € R}
={a(1,-1,2) +b(3,1,3) + ¢(=3,-5,0) e R* ; a,b,c € R}
= Vect((1,-1,2), (3,1,3), (=3,-5,0)).

G—{xy, R3|x—6y+z:Oetx—3y:0}
:{xy, ]R3|z —x+6yetx—3y}
:{xy, E]R3|z—3yetx—3y}

{Sy y,3y) € R? ; yER}
= Vect((3,1,3)).

H = Vect((1,1,1)).

2. Une base de F est ((1,-1,2), (3,1,3)) car (—3,—5,0) = 3(1,—1,2) — 2(3,1,3) donc F
est de dimension 2.
Une base de G est ((3, 1, 3)) G est de dimension 1.
Une base de H est ((1,1,1)). H est de dimension 1.

3. Rappelons que I'équation azx + by + ¢z = 0 est satisfait par tout (z,y,z) € F si et
seulement si elle est satisfait par les vecteurs génératrices de F. En utilisant (2), cela
veut dire :

a—b+2c =0 a—b+2c =0
3a+b+3c =0 4b—3c =0
Alors une équation (correspondante au choix ¢ =4) de F est —5x + 3y + 4z = 0.
Les équations de G sont simplement z — 6y + z = 0 et x — 3y = 0 (notons qu’elles ne
sont pas colinéaires).

L’équation ax + by + cz = 0 est satisfait par tout (x,y,z) € H si et seulement si
a+ b+ c = 0, donc les équations de H (correspondantes aux choix (b,¢) = (1,0) et
(b,c) = (0,1)) sont x =y et z = x.



4. 1l suit de (2) que FNG = G et que que GN H = {0}.
Le vecteur directeur (1,1,1) de H ne satisfaisant pas 'équation de F (voir (3)), il suit
que FNH ={0}.

Exercice 11. () Soit £ un espace vectoriel et soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de
E. Montrer que
dim(F) + dim(G) = dim(F + G) + dim(F N G).

Solution. Posons m = dim(F), n = dim(G) et p = dim(F N G). Soit (ey,...,e,) une base
de F'N G. C’est une famille libre de vecteurs de F' donc on peut la compléter en une base
(€1, -y€py fpot1ys- -+, fm) de F'. De méme, c¢’est une famille libre de vecteurs de G donc on peut
la compléter en une base (e1, ..., €y, gpt1,---,gn) de G. Montrons que

(617"‘)6}77 fp+17"'7fmagp+17"'7gn>

est une base de F' + G.
Il est clair que c’est une famille génératrice de F' + G.
C’est une famille libre : Soient Ai,..., A\p, thpt1, -5 s Vpt1, - - -, Vn € R tels que

)\161 +- )\pep + ,up-l-lfp-l-l +- ,Umfm + Vp+19p+1 +- 4+ Ungn = 0E~

Alors
Aer e Ay + fipat fyrr + o i fin = = (VpaiGprr o Vaga)

est un vecteur de F'N G. Il existe donc A},..., A, € R tels que —(up+1gp+1 + -t ungn) =
Arer + -+ ALep, soit

)\/161 + -+ )\;6}, + Vp+1Gp+1 + o Ungn = Og.

Or (€1,...,€p, gpt1,---,9n) est une de G donc une famille libre donc A} = --- = X\ = 1,11 =
--+ =1, = 0. En reportant dans la deuxieme égalité, on obtient

Arer + o+ Apep + i1 forr + 0+ i frn = Op.

Or (e1,...,€p, fpt1,---, fm) est une base de F' donc libre donc \y = -+ =X\, = 41 = -+ =
tm = 0.

Somme directe, espaces supplémentaires

Exercice 12. Dans M3(R), montrer que le sous-ensemble S3 des matrices symétriques et le
sous-ensemble A3 des matrices antisymétriques sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires
et préciser leurs dimensions.

Généraliser & M,,(R).

Solution. On vérifie que S,, et A,, sont non vides et stables. Tout A € M,,(R) s’écrit

A4+ AT  A-— AT A+ AT A— AT
= avec €S, et

A
2 i 2 2 2

eA,.

On a donc M,(R) = S, + A,. De plus, S, N A, = {Or,»)} (une matrice symétrique et
antisymétrique est égale a son opposée).



Une base de S,, est

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 O 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0}, 0 01510 0 0> » 10 0 0
.0 0 0 o0 0 O : 0 0 O 0 0 1
0O ... O 0 0 0o ... 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1
et S, est de dimension @
Une base de A,, est
0 1 0 0 0 0 0 0
-1 0 0 O
0 S 0 0}- 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 -1 0
et S,, est de dimension @

Exercice 13. Soit E l'espace des applications de R dans R, soit /' C E le sous-ensemble des
applications paires (f(—z) = f(x)) et soit G C E le sous-ensemble des application impaires

(f(=z) = —f(x)).

1. Montrer que F' et G sont des sous-espaces vectoriels de E et que FF' NG = {0g}.

2. Soit f: R — R et considérons les deux fonctions f, et f_ définies pour tout x € R par
(@) + [(—x
fi(z) = % et fo(z)=

Montrer que fL € F', f- e Get f=fir+ f_.
3. En déduire que £ = F & G.

Solution.

1. F et G sont non vides (la fonction identiquement nulle est & la fois paire et impaire) et
stables (voir Exercice 16(2)).
Si f est paire et impaire, on a pour tout z € R que f(z) = f(—z) = —f(x) donc
f(z) = 0. Autrement dit, f est la fonction nulle et F NG = {0g}.

2. Pour tout x € R, fi(x) = f(x)gf(_x) = f(_x);f(x) = fi(—x) donc f, est paire.

Pour tout z € R, f_(z) = w = % —f-(—z) donc f_ est impaire.

Pour tout x € R, f,(x) + f_(z) = ‘”Hf( 1)_,_1”() f=z) _ = f(2).

3. Dans la question 1. on a montré que FﬂG ={0g} et dans la question 2. que £ = FF 4+ G
donc K = F & G.

Exercice 14. Soit F un espace vectoriel de dimension n, soit H un sous-espace vectoriel de
dimension n — 1 et soit v € E un vecteur.

1. (%) Montrer que les sous-espaces vectoriels H et Vect(v) sont supplémentaires si et
seulement si v & H.

2. On suppose que v ¢ H. Montrer que pour tout vecteur w € H, les sous-espaces vec-
toriels Vect(v + w) et H sont supplémentaires. (En particulier, cela montre qu’il existe
typiquement plusieurs supplémentaires a H.)
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Solution.

1. Si H et Vect(v) sont supplémentaires, alors Vect(v) N H = {0g}. Il suit que A -v €
H <= )\ =0, en particulier v & H.
Réciproquement, supposons que v ¢ H. Alors A - v ¢ H pour tout A € R\ {0} :
sinon, v = A7Y(\ - v) était un vecteur de H. Il suit que H N Vect(v) = {0g}. De plus,
dim(H)+dim(Vect(v)) = (n—1)+1 = dim(~) donc H et Vect(v) sont supplémentaires.

2. Soit v € H et w € H. Alors v + w n’est pas un vecteur de H : en effet, si v +w € H,
alors v = (v + w) — w était dans H, ce qui est impossible par hypotheése sur v. Puisque
v+w ¢ H, la question 1. implique que Vect(v + w) et H sont supplémentaires.

Exercice 15. (x) Soit F un espace vectoriel et Fy, Fy, F3 trois sous-espaces vectoriels de
E. Montrer que FEi, Fy et E3 sont en somme directe si et seulement si E; N Ey = {0g} et
(E1+ Ey) N Es = {0g}.

Solution. Soit ' = E, + Ey + E3. Les sous-espaces vectoriels Ey, Fy et E3 sont en somme
directe si et seulement si tout vecteur v € F' s’écrit uniquement comme v = v, + vy + v3 avec
v, € E1,v9 € Fy et vg € E3. En particulier, si v € E; N Es, alors les deux décompositions

Vv+0g+0g=v=0g+0v+0g
montrent que v = 0g. De plus, si w € (E1 + Eg) N E3, on peut 1’écrire comme
wi+wys+0p=w=0+0g+w
pour certains wy, € E; et wy € E3. De tout fagon, on conclut que w = Og.
Pour la réciproque, soient vy, wy € Ei,v9,wy € FEs et v3, w3 € E3 tels que
V1 + U9 + v3 = w1 + wo + w3

dans E. Par hypothese, (E1 + Eg) N ks = {OE} donc E; + E5 et E3 sont en somme directe.
Cela implique que vy + vy = w;y + wq et vy = ws. De plus, £y N Ey = {0g} donc E) et Ey sont
en somme directe, d’otl v1 + vy = Wy + Wy = v = wy et vy = wo.

On conclut que tout vecteur v € E7 + Ey + E5 s’écrit uniquement comme v = v1 + vy + v3 avec
v1 € B1,v9 € Ey et v3 € E3, donc Ey, Ey et E3 sont en somme directe.

Exercices supplémentaires («)

Exercice 16. Soit Ry[X] 'ensemble des polynomes a coefficients réels de degré au plus 4.
1. Donner une base et la dimension de R4[X].

2. Soit F' le sous-ensemble de Ry[X] des polynomes pairs, c’est-a-dire
F={PeRyX] | P(X)=P(-X)}.

Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de Ry[X]. Déterminer une base de F' et en
déduire sa dimension.

3. Soit G le sous-ensemble de R4[X] défini par
G={PeRyX]|P(X)=XP(X)}

ou P désigne le polynome dérivé de P. Montrer que G est un sous-espace vectoriel de
R4[X]. Déterminer une base de G et en déduire sa dimension.
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4. Déterminer F'N G. Que peut-on dire du sous-espace vectoriel F' 4+ G 7

Solution.

1. Une base de Ry[X] est (1, X, X2, X3 X*) et Ry[X] est de dimension 5.

2. F est non vide car le polynéme nul est pair (0(—X) =0 = 0(X)).
Ilest stable:siA € R, P,Q € F, (AP+Q)(—X) = AP(=X)+Q(—X) = AP(X)+Q(X) =
(AP +Q)(X).
Soit P(X) =a+bX + cX? 4+ dX3 + eX*, alors
PeF=a+bX+cX?*+dX?*+eX'=a—-bX +cX?—dX3+eXd<=b=d=0.
Une base de F est donc (1, X%, X?) et F est de dimension 3.

3. G est non vide car 0 = X - 0.
Il est stable : si A e R, P,Q € G
X(AP 4+ QY(X) = X(\P'(X) + Q'(X)) = AXP'(X) + XQ'(X) = \P(X) + Q(X) =
(AP + Q)(X).
Soit P(X) =a+ bX + cX? 4+ dX? + eX*?, alors
P e G = a+bX+cX?+dX3+eX?* = bX+2cX?*+3dX*+4eX?* <= a=c=d=e = 0.
Une base de G est (X) et dim(G) = 1.

4. FNG = {0} car le polyndome de la base de G n’est pas dans F. La somme des deux
sous-espaces est donc une somme directe et est de dimension 4.
Exercice 17. Soit M3(R) 'espace vectoriel des matrices carrées 3 x 3.

1. Montrer que le sous-ensemble N3 des matrices carrées de trace nulle est un sous-espace
vectoriel de M3 dont on précisera la dimension.

2. Trouver un sous-espace vectoriel de M3(R) qui soit supplémentaire a N3.

3. Pour n € Ny, déterminer la dimension du sous-espace vectoriel N,, C M, (R) des
matrices carrées n X n de trace nulle.

Solution.

a1; a2 @13
N3 = azn  az as | € M3(R)

a3p ag2 a33

a1 a2 @13
= 921 A22 923 & Mg(R)
a31 Azz2 —Q11 — A2

a;; € R, a1y + ag + azz = 0}

ai1, A12, 13, A21, 22, 423, A31, A3z € R}

10 0 010 0 01 0 00
=Vect[ {00 ol,{o0o0],[0o00],[100],

0 0 -1 000 000 0 00

00 0 0 0O 000 000

01 0], {oo01],lo00], oo o0

0 0 -1 000 100 010

qui est un sous-espace vectoriel de dimension 8.
1 00
2. F=Vect(I3) =Vect | |0 1 0| | est un supplémentaire de N3 (la somme des dimen-

0 01

sions est égale a la dimension de l'espace et l'intersection est clairement égale a {0}).
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3. Soit I, la matrice unité dans M,,(R). Alors Vect(I,,) N N,, = {0} car tr(\-I,,) = A -n =
0 <= X\ = 0. De plus, toute matrice M s’écrit comme

M= (tr(M) .In> - <M—M.[n>

n n

ou M — (tr(M)/n)- I, est de trace nulle. Il suit que N,, et Vect(I,,) sont supplémentaires,
alors dim(N,,) = dim(M,(R)) — 1 =n? — 1.

Exercice 18. On rappelle que RY désigne I'espace vectoriel des suites & valeurs réelles.

1. Les ensembles suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels de RN ?
Flz{'LLGRN‘UO:'U,g:O}, FQZ{UERN"LLg,:l}, ng{ueRN}uestbornée}.

2. Le vecteur u = (5"),en, est-il combinaison linéaire des vecteurs v = (2"),ey €t w =

(3n)nEN 7
3. Pour d € N, on considere la suite ug = (1¢,2%,3%,...). Montrer que pour tout d € N, la
famille de vecteurs (uo, e ,ud) est libre.
Solution.

1. Fy contient la suite nulle et est stable : soient A € R,u,v € Fj, alors (Au + v)y =
Aug +vg = A - 04 0= 0. De la méme fagon, (Au + v); = 0 donc Au + v € Fy.

I35 n’est pas un sous-espace vectoriel car il ne contient pas la suite nulle.

F3 contient la suite nulle et est stable. En effet, soient A € R et u,v € F3, alors qu’il
existe My, My € R tels que pour tout n € N, |u,| < M; et |v,| < M. Donc pour tout
n € N, | A, +v,| < |AM1+ M2, donc la suite Au+wv est bornée et F3 est un sous-espace
vectoriel.

2. Supposons qu’il existe A\, u € R tels que v = A\v + pw. En regardant les premieres trois
termes, on trouve que

(Av + pw)g = ug A p=1 A+p=1
o) (MW pw)=u =< 22+3u=5 =< pu=3
(A + pw)a = ug AN+9u =25 Su =21

On arrive a une contradiction, donc le vecteur u n’est pas combinaison linéaire des
vecteurs u et v.

3. Soient Aq1,...,\g tels que A\jug + - -+ + Agug = 0. Alors on a pour tout n € N :
MNF+An+d-n?+- A -n?=0.

Par conséquent, P(X) = Ao+ M X + -+ + Ay X? est un polynome de degré < d avec un
nombre de racines infini. Il suit que P(X) = 0 est le polynome nulle, donc Ay = - -+ =

Aa = 0.
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